
Chapitre6 Echantillonnage et Estimation
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I Approximation de la là binomiale
1 Par la loi de Poisson

Pour m assezgrand et p prochede0 telsque up 1 p nesoitpastrop
grand on peutapprocherune B n p parune P A avec mxp

Remarque on convientque cetteapproximation est faisable

pour m 30 p f0,1 et mp 1 p 10

Exemple Dans unechaînede production 5 despièces sontdéfectueuses

onprélève unepièce onexamine si elleestdéfectueuse eton replace
lapièce parnilesautres Onrépète 120fois cetteexpérience Ondésigne
par lavariablealéatoires quiomple lenombredepièces défectueusestirés



1 Quelleest la loi de Enpréciserles paramètres
2 Calculer P 5
3 Montrerqu'uneapproximation decette loi parune loi dePoisson

estpossible Onnote Y la variable aléatoire obtenue

4 Comparer P 5 avec P Y 5

1 ExpériencedeBernoulli Onprélève une pièce eton regardesielle
est défectueuse Succès laprobabilitéd'unsucces p PSucces 5 0 0,05

Onrépète 120foiscetteexpérience demanièreindépendante tirageque
Lavariable compte le nombrede succès donc

suit une loi binomialedeparamètres n 120 p 0,05
on écrit N B 120 0,05

2 P 5 0,163 TI 2ⁿᵈ distrib Binomfdp1200,05 5

3 M 120 30 P 0,05 0,1 Mp 1 p 120 0,050,95
517 10

donc onpeutapproche la B 120 0,05

par P X avec Mxp 120 0,05 6

4 P 5 0 163

P Y 5 0,161 avec Yr P 6
ladifférence estminime 0,002

2 Par la loinormale
Pour n assezgrand etp ni prochede0 ni de1 telsqie

mp 1 p ne soitpastropgrand
Onpeutapprocher B n p par er µ 5 où p mxp

r Ftp
Remarque m 50 p2 0,5 etmp 1 p 10



Exemple On lance 300fois unepiècedemonnaietruquée
Laprobabilitéd'obtenirfaceest
Ondésigne par la variablealéatoirequicompte lenombrede face

1 Justifier la loi de
2 Calculer P X 210

3 Montrerqu'uneapproximation parune loinormaleestpossible
Determiner lesparamètres_

4 Endéduire P 210 àl'aide de la loi normale_
1 ExpériencedeBernoulli Onlanceunepièce etonregarde siellefait face sua

P succès

Onrepète300foiscetteexpérience demanière indépendante évident

lavariable compte lenombredesuccès donc B 300

2 P X 210
NW P P 210 P 211 car X estunevariable discrète

TI P P 210 1 P 210 car estoy fiable

do

P 7210 20 098

3 M 300 50 p 10,5 Mp r p 300 10

B 300 estapprochablepar or p o

avec pu mxp 300 200

r f1 p
F18,164 P Y 210 avec YNW 200 8,16

P Y 210 1 0,110 Si oncompare onest 0,110 0,098 0,01



I théorèmede la limitecentrée etlois d'échantillonnage
1 théorème

Soient X Xa Xn n variables aléatoires indépendantes

demême espérances ECX et demêmeécarttype o x

si on pose Xp XitXzt Xa
n

Alors
Xu v cr µ r avec µ E x

r 5 X

2 Application lois d'échantillonnage

Ensupposantconnus les caractéristiquesd'unepopulation quepeut on
endéduire surles échantillonsprélevésdans lapopulation

Onpeutétudier loid'échantillonnage desmoyennes
loi d'échantillonnage des fréquences

a loid'échantillonnage desmoyennes
Etantdonnéunepopulationdetaille N et unevariablealéatoire

continue telleque E X m et r X r

Danscettepopulation on prélève unéchantillon detaillem
oncrééainsi Xi Xi Xu i n vac demême loiqueX

Remarque la loide n'estpasconnue les seulsélémentsconnus
sont ECX et r X

Propriété Si Xi sontindépendantes alors
Xm t

il
Xu estapprochable pour ms 30

par une or m E



Exemple Unemachine fabriqueengrandesérie despièces dont lediamètreestde28,2mm
Lamachineestrégléedetellefaçonquel'écartmoyenquadratique écart type
est 0,027mm
Si on pose Mn la variable aléatoire quiassocie àtoutéchantillon
detaille 100 la moyenne des diamètremesuré

alors Mn m r avec m 28,2mm

5 91ff 0,0027

b loi d'échantillonnage des fréquences
Propriété la loi d'échantillonnagedetaillen de la fréquence

fm t
pour n assezgrand ma50

peutêtre approchée parune N p FÉ
Exemple Uneurne contient100boules numérotées de 1 à 100 indiscernables au

toucher Lorsd'untiragealéatoired'uneboule la probabilitéd'obtenir

un nombreinférieurouégal à37 est p 0,37 Succès

Unéchantillondetaille50estobtenupartiragealéatoireavecremise
Ons'interesseà la fréquenced'apparitiond'un succès lorsdessotirages

f50 nombreydesuccès

Onappelle Xi la variablealéatoire quivaut 1 si la iemebouleestunsuce
et 0 si laieubouleestunéchec

donc fro 1 2
50
3 50 or E Xi p 0,37

5 Xi Fps 10,48
donc f50 peutêtreapprochée parune N 0,37 10,068



Exercice 1 Y Xrt at 36 avec Xi Nar 5 5,5
367

d'après lecours Y.net m E N 50;95m

YNCr 50 0,0833

2 I 50 a Y 50 a 0,9 1ÈFÏ2 P Y 50 ta 1 0,9
P Y Jota 1
P Y 50 9 0,95

fracnomale 0,95 50,010833 qui 5995
1 50,13701

5 0,0833

50 a 1 50,13702
a 0 1370

Même question avec µ 40 8 0,6 YNW 40 96E or 40 0,1

fracnormale 0,95 40 0,1 40,16449
donc ce 0,1645 à10 près

Ex 1 x ̅ var 10 9Es afro 0,003

2 I 10 h Xp 10th 0,95

TIO aire 0,975 frachormale0,975 10 0,003

donc h 1 0,0059
idempour M 20 5 0,1 0,01 donc Nat 20 0,01onahe0,0



Exs 1 x ̅ YE not 4,2 9E
2 I 4.17 x ̅ 4,23 0,95

1ᵉʳᵉméthode Remarque du cours si X N m o

P m 28E m 2s 0,95
P m o ntr 0,68 et P m 35 m 30 0,997

P 4,17 x ̅ 4,23 0,95

I 4,2 0,03 x ̅ 4,2 0,03 0,95

donc 0,03 25

0,015 5 Inor 42,9

F 0
donc 0,915 9F

va

178

2ᵉᵐ Meéthode Changementdevariable x ̅ nor 4,2 Fm
I 4,17 x ̅ 4,23 0,95 x ̅

am not
I 4,17 4,2 x ̅ 4,214,23 4127 9951 x ̅

I 0,03 x ̅ 412 6,03 0,95
T x ̅ 412 EE1 0,03 51

x ̅ 42 EE 0 03 5 1995 narco



I 9KF T 0,15Vu 0,95 avec Trarloir

TIO fracnormale 9 1 1 2 1,96

0,15F 1,96
rue 1
mit Ï
n 171

avec P 4,17 x ̅ 4,23 0,99 on a 0,155m 2,576
n 5 295

EX4 m 64 p 904

1 D'après lecours F NW 0,04 F104617,010

F W 0,04 0,0245

2 P
ImÉpé to 8Eu aocur 0,317

3 I 0,04 a F 0,04 a 0,95
fracnormale 11195 0,04 0,0245 0 0880

donc a 0,088 0,04 0,048

4 Valeurde n pourque I 0,03 F 0,05 0,99
Changementdevariable EF

EF.ge
M̅

Fig tu nuit
P 98,3

0104 5 T 9 550104 xrm 0,99



IT Estimation
Contexte Unindustriel produitentrèsgrandnombredesyaourts pour
lesquels l'usinagedoitrespecterdes normessanitaires draconiennes_
A lasuitedemauvais réglagesde l'unedesmachines l'industriel
a produit 1millionde yaourtsdontbeaucouprisquent demettre
en danger leconsommateur

Il souhaiteconnaître laproportion deyaourts susceptible
d'êtrenéfastepourleconsommateur Il veutsavoir s'ilfautdétruire
toute laproduction ou s'il prend lerisque du préjudice

Il ne peutpas testertous les yaourtsmais seulement
un échantillon_Quelles réponsestirerde cetéchantillon

Il décidede tester 100 yaourts et il a trouvéque 2
contenaitdesgermesde salmonelle Quelledécisiondoit ilprendre

Plusieursquestionsseposent

Estceque tous les échantillons donneraientlemême

Latailledel'échantillonestellesuffisante
Quelleconfiancepeut on donner à un teléchantillon

aurait on unemeilleurfiabilitéavecdeséchantillonsplusgrands

1 Estimations ponctuelles

a Moyenne lavaleurmoyenne me d'unparamètreobservésur
un échantillondetaille fixe fournit une estimation x ̅ de la

moyenneréelleduparamètre dans la population x ̅ me

b fréquence idem fe estuneestimationdef pourlapopulation fafe
c écart_type L'écarttype te fournit uneestimation 5 telleque

5 re F ntailledel'échantillon

Remarque plusnestgrandplus s'approchede1 donc Jede 0



Exemple lamesuredela longueurdevis dans un échantillonde 150pièces
Permetdedéterminer un écarttype te 3mm

Lameilleureestimationponctuelle de 0 estdonc 5 Je 3

62 3,01
2 Estimations parintervalles deconfiance

a Moyenne Onsouhaite à partird'unéchantillon déterminer un
intervallede confiance contenant la valeurmoyenne delapopulation
avec un risqued'erreuradéfini àl'avance

On supposequelesconditions sontréuniespourfaire l'approximation parla
loi d'échantillonnage de lamoyennex ̅

x ̅ var mif
oneffectuele changementdevariable T Xjm Narco 1

ÎEÏÉE IL t T t 1 α

IL Igm
t 1 α

IL_ x ̅ m E 1 α

I x ̅ En m x ̅ En 1 2

donc ME x ̅ E x ̅ En pour 100 1 2

deséchantillons
Propriété L'intervalle x ̅ tIn x ̅ tfm

estl'intervallede

confiancedela moyenne m delapopulation avec le coefficient

deconfiance t telque I t T e 1 2

Remue E.EE4E 4 1
tianceusuL 40



Exemple Onsupposequela duréedevie expriméeenheures d'uneampouleélédrique

suit la loi normale demoyenneinconnue M etd'écarttype 0 20
Surunéchantillonde16 ampoules donne une moyenneégaleà 3000h

Onvadéterminer unintervalledeconfiancequicontient avec unrisqued'érreurde10

Ici x ̅ 3000 m 16 0 20 4 0,10
Déterminons t PC t TE E 1 0,10 0,9 avec Truco 1

II 2P TEE 1 s

PETEE 111 0,975 fracnormale 0.975 0 1 11641

dont t 1,645
Finalement 3000 1,645 3000 1,645 2 3 2992 3008

b fréquence idem avec Fr N p FI
Propriété L'intervalledeconfiance

F EFFET F FÉE twefficientdeconfiance

Exemple Dansune commune unsondagerévélequepour les500personnes
interrogées l'organisationdestransports et nonsatisfaisantes pour42 desgens
Quepeut on endéduire sur lapopulation au seuilderisquede1

F 0,42 n 500 t 2,576
donc 0,36 0 48 il yadonc enfaitentre36 et48
des

personnes
mécontentes au seuilderisquede 1

Ex4Dp 4 FNN p 1 10,04 1Mfr04 0,0245
c P 0,03 F 0,05 9317

3 P 0,04 a F 0,04ta 0,95 TI 2 PLF 0 04 9 1 0,9
PCF 0,04 a 119

0,04 a 0 088
a 1 0 048

frachormale 0,9750,04 0,0245
1 0,088



4 P 0,03 EF 0,05 0,99 FNN 0,04 904 96

onpose T F
1 F 0,04

fËÉx 1 999
avec T NOV01

0,01 2576
1

0,01 2,576
19796

EEE
2,17 21 904 996 n

9040,96

EEI E
4575

ne 2548

Ex 1 n 50 INN µ 0 0,19 pinconnu

Me 9,99est une estimation deµ

2 Me_tE hett.VE 1 2 95 0,95

A tel que PC t TE E 1 α Trarlo

TI frachormale 0,975 0,1 PC TETE E 0,95
donc t 11,96

etf9,99 1,96 1519,99 196 53 9,937,10 043



3 µ 9,937 10,043 Non car il y a un risquede 5

7 1 me 1 150,1 Je 3,051
2 µ me 150,1 T Jeff 3,066
3 I Nor 150,1 31 6 50,1 0,434 avecn 50

4 150,1 1,96 56 150,1 1,96

149 615,150 585 avec α 5

avec t telque P t TEᵗ 0,95

TNUCo 1
donc f11,96

si 2 10 149 693 150,507

si α 1 149 462 150,738

2 10 1 2 90 t 1,645
α 5 1 α 95 t 1,96
1 1 α 99 t 2,576

Ex8 1 a p 0,8
b FN CHP FPS W 0,8

or 0,8 0,02
c I F 40,78 0,159
d P 0,784F4982 0,683

e p t PH 5



0,8 1,96 52 018 1,96

0,761 0,839 à un risquede 5

2 EnvorlpiEF artois RE
I 0,8 0,02 En 0,8 0,02 0,99

Tu Fn 018 N W 0 1

TE
I 0102 Tu 9

11 0,99

TE

0,02

FE
4576

0,02 516 1 2,576

0,02 ET 2,576

F 45749

ne 4

n 1 2655



EXBTS2012 1 p 3 0,74

2 a p t ptt.FI
0,74 1,96 0,74 1,965744

26

E 0,617 0,863

b Non on a un risquede5

EXBTS 2011 1 p 1 0,94

2 0,94 1,96 0,94 1,96950106
E 0,893 0,987

ExExBTS 2008
A 1 P 9,5 10,5 0,983 à103

2 I 10,5 Y 11,5 0 985

I 49,5 10,5 A 410,5 EYE11,5Y P9,5Exta 5 PGFEYE.at
car etYsontindépendantes_ 0,983 0,985

0,963 à103

B i Bernoulli Onprélève 1 pièce danslaproduction
Onregarde sielleestdéfectueux succès P Succès p0,03

Onrépètecetteépreuve50fois n 50 demanièreindépendante tirage
Emise

Z estlavariablealéatoire quicompte lenombrede succès
done Z B 50 0,03

2 P 7 0 0,218 P 7 2 0,811



3 a B 5,0 3 est approchablepar une P X avec d 50 0,03

1,5
b P 71 2 10,809 à 103

c 1 fe 9 0,96 p

2 FNarlpitEI
I p t.FI t.FI auPttEaE5asi

dont 1,96

I 0,96 1,96 0,96 1,96

I 0,921 0,999


